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Integratie met behulp van karakteristieken van systemen

van nlet-lineaire partiele differentiaalvergell jkingen

met toelichting aan de hand van een voorbeeld uit de hy-
draulica.

1. Inlelding.

We beschouwen het volgende stelsel partiele differentiaalvergelijkin-
gen

aﬂuX + a12vX + a13uy + a?hvy = h1 } (1 1)
amuX + a22vX + agjuy + a24vy =

|
a2

waarin u(xjy) en v(x,y) onbekende functies zijn van de twee onafhankelijk
variabelen x en Yy, u, = 5% enz.

De coefficienten a en h zijn in het algemeen functies van x, y, u en
V.

We zullendeze vergelljkingen, die een overheersende rol spelen in de
gasdynamica en in de hydraulica, in hoofdzaak vanuit het standpunt van de
practicus beschouwen. De belangrijkste (in het algemeen numerieke) op-
lossingsmethode zal worden aangegeven. Daarnaast zullen aan de hand van
een voorbeeld uit de hydraulica enkele gevolgen van het niet-lineaire
karakter van de vergelijkingen (1.1) worden toegelicht.

2. Karakteristieken.

We beschouwen het stelsel (1.1). Noem

211 2y 21y h1| \ o)
= A, . = H iI=1,...,4%. ol
8py 8pj 1 apy by i
Als Aij = 0 voor alle i en j, dan zijn de vergelijkingen (2.1) afhanke-

1ijk; dit geval sluiten we uit. De gevallen A12 = A34 =0 en A13 =A24= q
sluiten we bij de algemene behandeling ook uit. Het blijkt dat in deze
gevallen of de resultaten van het volgende met geringe wijzigingen geld%g
blijven, of dat het systeem ontaardt. We kunnen dan in het volgende
zonder beperking aannemen, dat A,, # 0, A13 # 0.

Zij nu u(x,y) , v(x,y) een oplossing van (1.1). Zij K een kromme in
het x,y-vlak gegeven door x = x(s), y = y(s8), met xg(s) + &2(8)# 0,
waarin de stip differentiatie naar s aanduldt.

Langs Kvkunnen ook de waarden van de gegeven oplossing u en v als
functie van s beschouwd worden:

u(s)= u(x(s), y(s)), v(s)= 2(x(s), y(s)).



Nu geldt:
uxx + uyy = 0

) (2.2]
VX Uy = v
v‘. bl
(2.1) en (2.2) zijn vier lineaire vergelijkingen voor Ugs Vyo Uy €0
De determinant van dit stelsel is
811 B2 B3 2qy
a a a a
, . .. -2
N L S (A, +As,) ¥%+ Ay x= (2.3)
£ o § o 12 147732 34
o X o v

Als A # 0, dan zijn u, enz. langs K bepaald door de waarden van u en
v langs K.

Interessanter i1s het als A wel nul is. Dan 1s het stelsel alleen
compatibel als de rang van de matrix van het inhomogene stelsel gelijk
1s aan de rang van de matrix van het homogene stelsel. Deze laatste ir
3 als A = O,want was hij < 3, dan was zeker x A13 = Of dus x = 0, daar
A13 # 0. Dan moeg echger, daar A = 0 en Ao # 0, ook y = 0, in strijd
met de aanname x° + y° # O.

We vinden dus: als in een punt van K A= 0, dan moet, daar het stels~1
voor een gegeven oplossing u, v zeker compatibel moet blijven

841 B4 243 Bqy Dy
a a a a h
2 4
rang | 21 %22 fe3 fab T2} o
X o N o u
o X o vy v

hetgeen, daar x # 0, omdat Ao £ 0, aequivalent is met

a..y - a,=x a..y - a. % hoX - a,.,u - a, .V
rang 11' 13 12. 14' 1‘ 11‘ 12. = 1
8p1¥ - a3t 80 - BuX  BpX - ApqU - A,V -
2.
We beschouwen nu bij de vergelijkingen (2.1) de z.g. karakter” “tiel~
vergelljking

2

. .. .2
Aoy© - (A14 + A32)xy + A34x =0 (2.5

(de coefficienten A hangen in het algemeen van x, y, U en v af). We
nemen nu aan, dat deze vergelijking in ieder punt (x,y,u,v) twee ver-
schillende reele oplossingen yix heeft en noemen het stelsel (2.1) dan
hyperbolisch.

Bij een gegeven oplossing (u,v) geeft (2.5) in leder punt (x,y) den
dus twee verschillende reele richtingen y : % (karakteristieke richtiv -
waarvoor we kunnen schrijven (daar zeker x # 0)

dy = g dx
dy = 7 dx




Integreren we deze richtingen tot krommen (karakteristieken) met para-
meters s resp. t, dan geldt dus langs deze krommen

Yg zO’xS
Vg =T Xy
terwijl uit (2.4) volgt: (2.6)

)
(A1117—A31) u, +(A12’F~A32)vt = (HTT'-H3)Xt

(A11CT—A31) u +(A12C7-A32)vS = (H1CT-H3)XS

Tot dusver hebben we €én speciale oplossing van (2.1) beschouwd. Vat-
ten we nu echter het stelsel (2.6) op als vier vergelijkingen voor vier
onbekende functies x, y, uen vvan sent ( O en T zijn op grond van |
(2.5) bekend als functies van x, y , u en v) dan blijkt dus dat bi}] 1ederﬁ
oplossing van (2.1) X, ¥, uen v als functies van parameters s en t ge-
schreven kunnen worden en dat deze functies voldoen aan het stelsel
(2.6).

Omgekeerd kan bewezen worden, dat uit iedere oplossing x(s,t),y(s,t),
u(s,t),v(s,t) van (2.6) door eliminatie van s en t een oplossing van
(1.1) gevonden wordt, mits X #0, x, #£0 (xS = 0 impliceart y_ = O!)

Bewijs: ;g%gi%% = (T-0) x, x, #0, dus s en t zijn op te lossen als
_— 3
functies van x en y.

Dan 1s ug = ux  + Uy = (u, +4Tuy)xs etec., dus

(rJA11 - A31) (u, +O'uy)+ (oh, - A32) (v, +0v

x y) =Ty - Hs.

Met (2.5) en A., = 0 levert dit

11
-H,)- +A U+
cr(A“uX + AUy T AU Ay vy Hy) (A31ux+A32Vx Azzuy

- =0

Dezelfde vergelljking geldt metZ 1.p.v. O en daar T # O is ook

A11ux + A12Vx + A13uy + A14vy - H1 =0
of
a11 aﬁuX + a12vx + a13uy + a14vy - h1

a21 a21ux + 8ooVy + a23uy + agqu - h2

en analoog met als eerste kolom a13, a23.
Daar
%11 3

= A5 # 0, gelden dus ook de vergelijkingen (1.1)
821 823 | | q.e.d.

We hebben nu dus het stelsel (1.1) teruggebracht tot een stelsel (2.6)

dat de volgende eigenschappen heeft:

1. in twee der vergelijkingen wordt alleen naar s, in de andere alleen
naar t gedifferentieerd.

2. de coefficienten zijn alleen functies van de afhankelijke variabelen
XY, W en v, niet van s en t,

&7. Sl laade s 1




Opmerkingen.

1. Ultgaande van het stelsel (2.6) kan men verschillende existentile-
stellingen geven (vgl. Sauer|il!, Friedrichs en Lewyl2)). Het resultaat
1s, dat als langs een kromme X in het x,y-vlak u en v gegeven zijn,.
zodanlg dat de kromme nergens aan een karakteristiecke richting raakt,
onder zekere differantieerbaarheidsvoorwaarden de oplossing hestaat en
eenduldig bepaald 1s. Het gedrag van de oplossing in een punt P hangt
;‘ ’ daarbij slechts af van de waarden van
u en v op het stuk AB van K, dat door
de karakteristieken door P ultgesneden
wordt (afhankelijkheldsgebied).

x

". Essentieel bij het bewljs van de aequivalentie van de systemen (1.1)

en (2.6) is dat j%%éi%% ;0 , hetgeen onder de aannamen A,, # 0, Bis £ 0

(&

en T £ T neerkomt op X £ 0, X £ 0.

Nu stelt x = x(s,t); v = y(s,t) een afbeelding voor van het s,t-vlak
op het x,y-vlak. De krommen t = const en s = const zijn de karakterls-
tleken-scharen.

Xy =0 (hetgeen impliceert Vg = 0, daar O eindig is) wil nu zeggen
dat naburige karakteristieken s = const elkaar snijden. Is dit langs
een kromme in het x,y-vlak het geval, dan is deze kromme omhullende
van de karakteristieken s = const.

Verder zullen, daar bijv, ;%%

de afgelelden naar x en y van u en v <o zijn in punten waar X of Xy nul
zijn.

In de omgeving van dergelijke punten gelden de existentie- en eendul-
digheidsbewijzen niet meer. Indien de vergelijkingen (1.1) een physisch
probleem beschrijven, dan zullen we bij het optreden van dergelijke
Singulariteiten moeten concluderen, dat de mathematische beschrijving
hler faalt en op physische gronden moeten beslissen wat er verder ge-
beurt. In & 5 zal hiervan een voorbeeld gegeven worden .

%. Het hier geschetste proc€de is ook toepasbaar op het geval van n ver-
gelijkingen met n afhankelijke variabelen en 2 onafhankelijke variabe-
len. (Zie Sauer[1], M.Cinquini Cibrario|3|, Friedrichsi4|).

De karakteristieke vergelijking (2.5) wordt dan van de n® graad -
door leder punt in het x,y-vlak gaan dan n karakteristieken. We kunnen
nu de parameters van deze karakteristieken niet meer als nieuwe onafhan-
kelijke variabelen opvatten, maar met behulp van een iteratie-proceéde
lukt het toch existentie stellingen e.d. te bewljzen,

4. Zijn er meer dan 2 onafhankeliljke variabelen, dan wordt het probleem
veel ingewlkkelder - er zijn karakteristieke oppervlakken enz. Zie hier-
voor o.a. Courant en Friedrichs|5] en Saver L1J.



D. pAl'dKLETLSTLEKe I1uncuies,

Hoewel het systeem (2.6) een zeer geschikt uitgangspunt is voor theo-
retische en numerieke discussies; kan in een aantal belangrijke gevallen
nog een verdere vereenvoudiging door invoering van nieuwe afhankelijke
variabelen worden aangebracht.

In het geval van de een-dimensionale gas-stroming werden deze varia-
belen reeds &oor Riemann LGJ ingevoerd. In het algemene geval kunnen we
als volgt te werk gaan (vergelijk ook Schonfeld |.7J), die een enigszins
andere methode volgt en direct uitgaat van de vergelljkingen (1.1)).

We schrijven de vergelijkingen (2.6) in de volgende vorm

vy, - ¢ X =20

s s 1
(3.1)
| J

+ + I i
A,I ug + A2 vy = A3 Xy l} (3.2)
A,| U, + A2 Ve = A3 X s
waarbi]j
at oAt
A1 Ay

Beschouw nu de totale differentiaalvergelijking

Aj du + Ag v = 0, (3.4)

waarin we u en v als variabelen en x en y als parameters beschouwen (de
coefficlenten A zijn functies van x, y, uen v). Zij /1,+ een integrerend:
factor # 0 en F+(u,v; x,y) de bijbehorende integraal hiervan (deze besta~-
zeker; van de mogelijkheid om bij een gegeven stelsel eenvoudlg een inte-
grerende factor te vinden, hangt de practische bruikbaarheid van de vol-
gende herleiding af).

Beschouwen we nu u en v, die functies waren van s en t, weer als
functies van x en y (dit kan, daar de functionaal determinant

i%%%f%% = (¢ -ch xg Xy # 0)

dan kunnen we ook F+ als functie van x en y beschouwen

Fr(u,v;x,y)= £ (x,y). | (3.5)
Er geldt dan.‘%ﬁz = f; xg + f; Vg = (f; +ct f;)xs
en %%; = F: Ug + Fi Vg + F; X + F; Vg
= /L+(AT ug + Ag V)t F; xg + F; Vg =
= (/¢+ A; + F; + et F;)xs s

waarbij (3.4) en (3.2) gebruikt zijn.
Als dus x, # O, dan geldt op grond van (3.5)

~ -+ -~



~6-

+ + + + + _+
waarin a = +
/L F A3 Fx + c Fy

een bekende functie van u, v, x en y is.

Analoog 1s er een integraal F (u,v; x,¥y)= £ (x,y) van A; du + A dv=0
bilj integrerende factor %4' # 0, waarvoor geldt

ot - 9r" -

7x *°¢ 3y “=°® | | (3.7)
met a” = /,,,"Ag +'F;( + e” F; .

2 (FT, P +, - | aT ot
Daar nu —%T{}.—,Tf-)—z = /lﬁ /,{ A;]l. Ag 7'4 O’

kunnen u en v als functies van F+, F~, x en y beschouwd worden en de
coefficienten ci en a-'t worden dus funecties van fi, X eny.
£t en £ noemen we karskteristieke functies. |

In de plaats van de vier vergelijkingen (2.6) hebben we nu 2 verge-
1ijkingen (3.6) en (3.7), die we aldus kunnen lezen:
langs een + karakteristiek, waar

dy = o ax (3.8)
geldt +
+ _ pfX 2t . 4
df— = é—-}z— dx + W dy = Q- dX. (3'9)

Dat deze vorm zich zeer goed leent voor numerieke berekeningen ligt voor
de hand. Z1j bijvoorbeeld een beginwaardeprobleem gesteld, waarblj u en
;V> v (dus ook £¥ en £7) voor x = 0 als
3 functies van y gegeven zijn.

Q, Vervangen we nu in (3.8) en (3.9)

b de differentialen door differenties
LA 3 dan krijgen we (zle fig.)

. y(Qs)-y(Py)=eT(By) (x(Qq)-x(Py))

- s x Y(Qi)‘Y(P1+1)30‘(Pi+1)(X(Qi)'X(Pi+1

7

waarult x( Q;) en y(Q) volgen (we nemen aan dat Py en Py, dlcht genoeg
biJj elkaar zijn, zodat ¢ (P,)# c™ (P ). ULt (.9) volgt dan:

f+(Q1)= f+(Pi)+ a+(Pi)(X(Qi)‘X(P1))
27(Q)=ET(Ry g )+ T (By ) (x(Qy) X (By g ))

Hiermee is in de punten Qi dus alles bekend en we kunnen nu verder gaan
naar de punten R, . |

Men kan bewiljzen, dat een dergelijk differentieprocede convergeert, f
d.w.z. dat de oplossingen van de differentievergelljkingen convergeren i
naar de oplossing van de differentiaalvergelijkingen, als de maaswijdte§
van het karakteristieken-net naar nul gaat (vgl. o.a. Sauer L1, |
Friedrichs |5] ). |



w

4, Afleiding van de bewegingsvergelljkingen van de hydrodyncmica.

We beschouwen een recht kanaal met verticale evenwijdige wanden en
horizontale bodem. De waterbewegingen hierin worden beheerst door de ver-
gelljkingen van Navies-3tokes. Bovendien moeten rand effecten, met name
die van de weerstand van de bodem in aanmerking genomen worden. Deze
weerstand, die tot wervelingen etc. aanleiding geeft, maakt de mathema-
tische beschrijving zeer ingewikkeld (grenslaagtheorie van von Prandtl).

We zullen hiler echter van de in de hydraulica gebruikelijke (vgl.L8!)
schematisering uitgaan: We beschouwen de stroming als uniform over het he
proflel en voeren een volume-kracht in dle de invloed van de bodemwrijvin
In rekening brengt. Z1j de breedte van het kanaal b en de hoogte van de
?4\ waterspiegel boven de bodem h(x,t)

(de x-as klezen we in de lengterich-

,/V‘"77\‘\\\\\7-*-//,T"*—\ ting van het kanaal). We maken nu de

LZ{krl) ! ' volgende aannaman
- ' ——+I—>u, 1. De drukverdeling in het water in

9 | i verticale richting is hydrostatiseh
07/AVA%WVVZAVQ%%g%oyzQZCAV[/’]: (verticale versnellingen zijn gering).
2. In een verticagl vlak loodrecht op de x-as is de snelheid uniform.

Met het oog op volgende beschouwingen geven we de bewegingsvergellj-
kingen nu eerst in integraalvorm. Zij de snelheid in de x-richting
u(x,t).

Beschouw twee verticale vlakken | de x-as door de punten ao(t) en
a1(t) die met de plaatselijke snelheid mee bewegen .

Dus

| )
- [

=2, (t) =u { a,(t), t} 1=1,2 . (4.1)

Op grond van aanname 2 is de massa van de vloeilstof tuésen deze vlakken
constant, dus

a
= /1/6 dx = 0 (4.2)
g5 _ '
als
/‘5 (x’t)=/0 b h (4.3)

de massa per lengte-eenheid in het kanaal is (/0 is de dichtheid van het
water).

Op grond van aanname 1 geldt voor de druk p(x,y,t) in een punt van de
vliceilstof

2p _
7y = S8

(g is de versnelling van de zwaartekracht), geintegreerd |
p=pg(h -y) (k.h)

als we overdrukken t.o.v. de atmosferische druk meten.

De drukkracht op een hele verticale doorsnede is dus
5.8 .
p=//0gb(h-y)dy=-;-pgb h (4‘5)%

o

W



We passen nu de wet van Newton in de x-richting toe op de watermassa
tussen a, en a,t

a, 2,
f& [ pua=5, -5 - /b (4.6)
ao ao

De laatste term rechts is de wrijvingsterm; -W is de "wrijvingskracht"
per massa-eenheld (W heeft het zelfde teken als u).

Ult de integraal wetten (4.2) en (4.6) kunnen we direct differmntiaal
wetten halen, daar op grond van (4.1)

v//» f(x,t)dt = f(a1,t)u(a1,t)—f(ao,t)u(ao,t)+

ao(t) a, (t)
v ) 2Lt g, (4.7)
a (%)
0f, na deling door ai-a, en a, —a,: (bij vaste t)
a
1
1im J/* f(x = Tgi"{ f(x,t)u(x,t)} + 213%?%31 .
a,—>a

1 o a,

Dit levert in (4.2) en (4.6) na enige herleiding
(;Su)x +-/§t =0 ‘ (%.9)
Plug +uu)=- D, - /5 W (4.10

Volgens (4.3) en (4.5) komt hierbij als verband tussen p en)ﬁ :

D = 2—/%—5 g e U

Zlen we af van de laat-te term van (4.10), dan zijn de verge-
lijkingen (%.9) t/m (4.11) juist de vergelljkingen voor de 1-dimensiona-
le stroming van een polytroop gas met exponent 2 (voor een polytroop |
gas geldt algemeen p = A/oa).

Voeren we de grootheid c¢(x,t) in door

o2 - 4dp _ 2p

= gh (4.13
dan gaan (4.9) en (4.10) over in:

o

2 ct + 2 u cx + c ux = 0,

b,
-W. (-1

ut + 2 c cx + u ux =

¢ heeft het karaktc:i van een voortplantingssnelheld. Lineariseren we nl.

de vergelijkingen (%.13) door de aanname dat c-c<Ke , ue
vinden we, als W = 0

o’ dan

20t+cou =0

ut +2c¢c_c, =0,

~




dus de golfvergelijking met voortplantingssnelheild Cor

In het volgende is het nog nuttig, de energie-wet te beschouwen.
De potentiele energie tussen a, en a, bedraagt, als we het vliak y = O
als O-vlak kiezen:

a, h a,
/b dxﬁOg ydy=/§/ogbh2 dx
ao 0 ao

1

a

%

Nu blijkt met behulp van (4.7) en de bewegingsvergelijkingen (4.9) t/m

(4.11) a

8 1

E(ao)u(ao)-ﬁ(a1 Ju(a,)- Hd"ﬁ' J/ (%Puaﬁi)dx:—-/ u/5w dx (4.15)
. a, a,
In woorden:

de door de drukkrachten verrichte arbeld - de toename van kinetische
+ potentiele energle = energieverlies ten gevolge van de wrijving.

Opgemerkt moet hierbij worden, dat, terwijl bij de opstelling van de
integraalwetten (4.2) en (4.6) geen continuiteit of differentieerbaar-
heild van de functies)ﬁ en u verondersteld behoefde te worden, bij de af-

leiding van (4.15) hiervan essentieel gebruik gemaakt is.

Opmerkingen:
1. Als we afzien van bodemwrijving en inwendige wrijving (we kunnen dan
uitgaan van de vergelijking van Euler), dan blijkt,dat de onderstelling 2
een gevolg is van onderstelling 1. Friedrig¢hs L9J heeft laten zilen dat
in dit geval de bewegingsvergelljkingen opgevat kunnen worden als verge-
lijkingen voor de eerste-orde termen van de oplossing van de vergelij-
kingen van Euler bij ontwikkeling naar de parameter O = diepte x krom-
ming van het oppervlak op een zeker tijdstip, welke parameter steeds zeer
klein is.
2. Voor de weerstand W als functie van u,h etec., zijn vele geheel-
of half-empirische formules opgesteld (vgl.l8]). Een der bekendste (geldif
voor een kanaal met b>> h) is die van Chézy

W=g. lul u

CE h

waarin C een constante is.
5. Desgewenst kunnen we aan de beweglngsvergelljkingen ook nog termen
voor veranderlijke dlepte en breedte, bodemhelling, zijwaartse afvioe:r’
‘Y~ . toevoegen.

5. Karakteristieke integratie van de vergelijkinzen (4.,13).
Enkelvoudige golven.

Passen we de theorie van § 3 en 4 toe op de vergelijkingen (4.13)



dan vinden we direct, dat deze geschreven kunnen worden als

{—§$»+ (u + ¢) 1;f-3 (u +2) = -W (5.1).

De karakteristieke varisbelen zijn dus £x
richtingen dx : dt = u + c.
Daar steeds ¢ > 0, i1s ons stelsel dus altijd hyperbolisch,

]

u + 2c; de karakteristieke

De vergelijkingen (5.1) die weer aldus gelezen kunnen worden:

als dx = (u + c)dt
den is d(u + 2¢) = -W dt,

kunnen door numerieke integratie opgelost worden.
We beperken ons nu verder tot het geval W = O,

Dan 1s dus £ =y + 2c constant langs de + karakteristieken.

Noemen we ¢ = u + c (de helling ven de karakteristieken), dan zijn
ct= QEj;ﬁ;i— s C = £i~$#1£— lineaire combinaties van
tfen £7.
We bewijzen nu eenvoudig de volzende:
Stelling
Als een zekere karakteristiek recht is, dan ligt deze in een schaar

van rechte karakteristieken, Langs deze karakteristieken zijn u en c
constant.
BewiJs. Langs een rechte + karakteristiek zijn f+ en c+, dus ook
% en f7, of u en ¢ constant, Dit geldt ook omgekeerd.
Z1] C * een rechte + karakteristiek, waarlangs dus overal £¥ en
dezelfde waarde hebben (f -)
Langs de - karakteristieken die C * snijden is f~ constant, dus gelijk

aan fo—. Een + karakteristiek CT op enige afstand wvan CO+ ontmoet

overal - karakteristieken met de waarde f = fo — langs ct is

dus ook f~ = fo‘; verder is f'= constant, dus €™ is rechnt,

Natuurlijk hoeft langs C¥ niet £t = fo+. ct hoeft dus ook niet
. . +
evenwi jdig te zijn aan CO

De oplossingen van (5.1) waarbij een der scharen karakteristieken
r:ochte lijnen zijn (die dus constante waarden van u en c dragen)
noemen we enkelvoudige golven.D.»» enkelvoudige golven kunnen als
volgt ontstaan.
Zij voor t = 0 en x> O u=0 c=cg (= Mféﬁo).
en voor t> O enx =0 u = U(t).
In het gebied van het t,x-vlak begrensd door de x-as en de 1lijn
X = cot is dan u =0, ¢ =c¢ . Onder deze 1lijn blijven de + karakteris-

o
tieken recht en geldt f = fo » of u - 2¢z- 2c,.
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flangs de + karakterlstieken in d't geblied zijn u en ¢ constant, dus
u="U(t), c =c_+% U(t). De helling van deze karakteristieken is

0
R +~% U(t). Er geldt dus:

It

langs de rechten x (cO + %-UQU)) (t -7)
U(t) '

¢, + 4 UlT).

is u

1l

Il

t>7T >0
(5.2)

Hiermee is de beweging overal beschreven, mits zich geen singulariteiten

voordoen,

x !
X

' /

s s : "/

/, ;

I/ ’
T//" ‘/// // / “‘//

,/ : ) . ) Kd P . /

| e / . e
Lo 4 P ’
. . 4 -
‘ o L ) -~ -

In het geval van de zg. depressie golven, waar U(t) een monotoon dalende
functie 1s, treden deze niet op, de + karakteristieken‘snijden elkaar

- niet en overdekken het hele quadrant enkelvoudig (zie fig.).

- Bij exupressie golven daarentegen (U{t) stijgend) zullen de + karakteris-
tieken elkaar ergens snijden en een omhullende hebben (zie fig.). Het

gebied tussen deze omhullende en de lijn x =

cot wordt door de karak-

teristieken 3-voudig overdeltt en er kunnen aan een dergelijk punt dus
drie waarden voor u en ¢ toegekend worden — bv., als in onderstaande
figuur. In deze figuur is ¢ als functie van x getekend op drie tijd-

- stippen tq, t2 en t3, resp., voor, op en na het moment, waarop de eerste
singulariteit optreedt.
cl(x)4
“*“‘~*-~~“\\\\ |
V’—%\\ N
o e /" "h\»/lzjz )
= e
CO — - - "'\r 1 T 1
, 1 ! |
' ' : |
! . i | >
o, Co"a Gty E(/l_s) X
L " 2 x ?c
3 Langs de omhullende is 7$E-= 0, en TYX-wordt hier oo, dus we hebben een

§ gebled waar de eenduidigheidsstelling niet geldt (7 kan als schaar-

|

é parameter voor de + karakteristieken opgevat worden. (vig § 2)).
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- Hoe moeten we dit verschijnsel physisch interpreteren?

Het getekende geval kan voor t > t2 zeker niet physisch reéel zijn,
daar blj de aflelding van de vergelijkingen uitdrukkelijk veronder-
steld 1s, dat zich tussen het grensvlak lucht- water en de bodem een
ononderbroken vloeistofkolom bevindt.,

Het 1s duidelijk dat er geen continue oplossing is, die aan begin- en
randvoorwaarden voldoet. We zullen dus discontinuiteiten moeten toe-
laten en zullen daartoe eerst de beschouwingen van § 4 uitbreiden.

6. Shock-relaties.

We gaan uit van de integraalwetten (4.2) en (4.6) (vgl. Stoker [10] )
en veronderstellen dat in het punt x = %(t) (a < E(aq) /5 (dus h)
D en u discontinu zijn.

Analoog aan (4.7) geldt nu

a, (t) g(t) a4(t)
'%‘f / f(x,t)dx = —-gf{ / f(x,t)dx + f’(x,t)dx} =
a,(t) a (t) g(t

a
1
- B8 - 0,8) - u(agt) f<ao,t>+u<aq,wfw«t)-é(tm§+o.f;ﬁ§%*—‘°—’m
0

(6.1)

La@gn we a,— a4 gaan, waarbij ao< E;<31 blijft, dan krijgen we, als
é}% eindig bli%{ﬁ in de omgeving van E :

.

~—

lim d
a.—>a -3t /f(x,t)dx = V1f1 - Vofo, (6.2)
1 0 ag
als fq = f(E+ 0,t) ete,
waarin v _ = ug -g, v, = Uy —-E (6.3)

de relatieve snelheden links en rechts t.o.v. de discontinuiteit zijn.
Eisen we nu dat de integraalwetten (4.2) en (4.6) (massa-behoud en
impuls-behoud) blijven gelden bij de discontinuiteit en dat W en de
afgeleiden naar t eindig blijven bij x =t§ , dan vinden we met (6.2):

v, )51 = v, /50 =m (6.4)
Po =P 4=V p
(vy- v,) (6.5)

daar u, - =V, - V_,
1 uo 1 e}

m 1s de massa die per tijdseenheid door het discontinuiteitsvlak stroomt.
Vervolgens bezien we de energle-wet (4.15).

Laten we ook hierin 31“*30 gaan, dan gaat het rechterlid naar O en voor
het linkerlid vinden we

s — . -l'
7 = DUy = Bquy - V4(3 Pauy + D) ¢ vO(%,pou ot )
Met (6.4), (6.5) en (4.11) kunnen we dit herleiden tot:



{7=—7g

m (V4

-v )3

o)
. (6.6).
1 * vo

Hieruit bliljkt, dat als er een discontinuitelt optreedt, {/ altijd

# 0 is
zijn).
Nu stelt 7 voor: de door
van kilnetische + potenti&le
8, — 8, Of anders 77 1is de
energie. Het blijkt dus dat
niet nul kan zijn. Op grond

waarblj het gelijkteken dus
gedisslipeerde energie wordt

(7= 0 levert met (6.4) en (6.5) dat/B en u continu

de drukkrachten verrichte arbeid — de toename
energle per tijdseenheid voor de limiet
in het discontinuiteitsvlak gedissipeerde
deze blj het optreden van een discontinuiteit
van de energie-wet eisen we nu:

>0 (6.7)
alleen bij continuiteit vervuld is, De aldus
door de sterk wervelende beweging die in de

werkeliljkheld in de onmiddellijke omgeving van de dlscontinuiteit optre~dt
in warmte omgezet, zodat de energie-balans natuurlijk toch behouden blijfi
(6.7) drukt echter de onomkeerbaarheid van het proces uit.

(6.4) t/m (6.7) noemen we de shock-relaties. We merken op dat alleen de
relatieve snelheden t.o.v, het front optreden ~ in overeenstemming met ~*
gallileische relativiteits beginsel.

Opmerking. In de gasdynamica, waar geheel analoge verschijnselen optreden
1s de temperatuur een essenti&el optredende parameter, die direct met
druk en dichtheld samenhangt. In plaats van (6.7) krijgen we daar een
ongelijkheid door de eis dat de entrople in de discontinuilteit niet mag
afnemen.

Dat de energie-wet, die in § 4 uit de bewegingsvergelijkingen afgeleid
werd, hier niet blijkt te gelden, behoeft geen verwondering: bij de af-
leiding in 6 4 werd uitdrukkelijk van de continuiteit en differentieer-
baarheid van u en/ﬁ gebruik gemaakt,

We leiden nu enkele gevolgen uit (6.4) t/m (6.7) af.

Zonder beperking kunnen we m> O veronderstellen.

Dan moet daar ;5) 0, volgens (6.4) en (6.7) !
0< v, < Vo

_ - — 7, — 15
< - . > X
In (6.4) en (6.5) voeren we nu de grootheid c in:
2 2 g 7
C = —_— = = ﬂ
PP
Dit levert na enig rekenen
2 2
c, tCq = 2V0V1
o o (6.8)
Cy Vg = Cq V4
of 2 2
o EVOV1 5 2VO V4 ¢
o v_+Vv s ©4q V_+V (6.9)
o 1 o 1



Noemen we de O-zijde van het discontinuiteitsvlak de frontzijde dan
kunnen we op grond van het bovenstaande de volgende ultspraken doen:
1. 2an de frontzijde is de diepte het kleinst,

2. de massaflux loopt tegen het front in,

3. aan de frontzijde is de relatieve snelheid superkritisch (voj> co),
aan de achterzijde sub-kritisch (v,1 < 01)

. als aan een der zljden van het front de absolute snelheid 0 is, dan

beweegt het front in de richting van de kleinste diepte (geen "ver-
dunningsshocks").

e

BiJ een shock treden 5 grootheden op, (Co’cﬂ’vo’v1’ é ), die de toestand
geheel bepalen. Hiertussen kennen we twee relatlies en een ongelijkheid.
Kennen we dus 3 grootheden, dan kunnen we de beide andere berekenen

(de ongelijkheild kan dienen om bij het optreden van meerdere oplossingen
de goede te kiezen).

We beschouwen nu de ligging van de karakteristieken ten opzichte van de
discontinuiteitslijn x = £ (t) in het x,t-vlak.

Uit (6.10) volgt:

. _ _ - +
g—uo-v()(uo—co--c()(co
E = upm V> ugm o = oy
: +
E= ug- vy <y, <ugt e, ey
dus _ . _ .
c,m< g <em <eg _ (6.11)
E <ot (6.12)
. .

z Hieruit volgt:
ieder punt van de discontinuiteits
lijn wordt gesneden door drie karak-

- + -
teristieken (CO 2 Co's Gy ) die

"van 1links" komen en een (Q1+) die

"van rechts" komt.

,?fi ! Daar iedere karakteristiek een gege-
© 5 ven - "transporteert" (de groothe-
A den £¥) beschikken we bij de nume-

rieke integratle dus precies over
voldoende gegevens in de punten van de discontinuiteitslijn. Hier blijkt
opnieuw de onomkeerbaarheid van het proces: we kunnen alleen in de
richting van positieve t integreren (als er geen discontinuiteiten zijn,
dan 1s er natuurlijk geen voorkeursrichting voor de integratie).
Het integratie-probleem voor het geval dat de gegeven begintoestand
een discontinuiteit bevat is hier mee opgelost., Het geval van § 5, waarbi]j
de discontinuiteit in de loop der integratie optreedt eist iets meer
voorzichtigheid: in het eerste punt van de enveloppe zijn u en ¢ nog con-
tinu en de shock-relaties kunnen dus nog niet gebruikt wprden. We moeten



daarom in de omgeving van dit punt reeksontwikkelingen toepassen naar
een paramster die de sterkte van de voorlopig nog zwakke shock be-
schrijft (vgl. Courant-Friedrichs|5] . pag.156 e.v, en Friedrichs |11} ) -

Appendix. Volledigheidshalve geven we ook nog de resultaten voor m<Q:

)51<</50

Vi< - og <=0, KV <0 . (640@
c;<cf<%<cg (6413)}
06 < g (6.128.)

waarbij de volgende plaatjes behoren:

Vo m | Y
P 4—.-[-— PR —
E(¢t) X

"¢

7. Zwakke shocks.

We beschouwen nu het geval, dat de discontinuiteiten klein zijn,
hetgeen we ult kunnen drukken door de eis dat \c1—co‘<( CO of cq, en
we stellen:

¢ = ¢ (1-%) .} (7.1)
c, c (1+ 6}) |
waarin dus }Drl« 1. '

Uit de shock-relaties (6.8) en (6.10), resp. (6.10a) vinden we al-
gemeen:

Il

]

01 \/Cg'FC?

Vo = se&n (01'°o)°35 7
c 02+02 '

v, = sgn (c,-cn) 2 0 _1
1 = 177 3 7

-

hetgeen met (7.1) levert:

_ , 1+27\/ 2 _
VO = =~C Sgl’l?fc '7|—:5, 1+2’ =

5 4 2 3
c sgn {1+2 + + 2 +}
A gj . 73 (7.2)
vy = ¢, sgnar{'l-22+ 2—3” -22 + }
Uit (6.6) zien we dat de grootheid I, die de energie-dissipatie repre-

senteert in dit geval klein is van de derde orde.
Om de ligging van de discontinuiteitkromme t.o.v. de karakteristie-

1l
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‘ UnFHU, =V =V ustu, =(c,tc, )sgn
E O ™ "0 "1 0 0 . 2
= o) = 1 5 2-/ RG] sgn?«.(g‘a' +.. )

Als nu > 0 (dus c, >c of m>0), dan volgt uit (7.,1), (7.2) en de

definities van ci f—-— (pagD 10) direct:

. 06’*'0;
S = Sl - o3y

fg—fT=20( 2}3+ ) |
£5 - £ = 2¢ (4 2«+2}3+..,.) | (7.3)
cS-oT:Qc (2+233+ )
06 - c; = 2¢ (32+ 22 +.
En voor 2« < 0 (dus cy> ¢, of m<0)
: ca'+o'1*'

=——-—2-—--+c(§-2/+

g5 - tF =20 (Mgl + 2]y P (7.32)
£5 - £7 = 2¢ ( +219’l3+-~)
Cg - CT = 2¢ (3]2] + 2]73'4-...)
e - o] =2c (lyl+2lyile)



We zlen hieruit:

19, de karakteristieken worden "gebroken! over hoeken die van de orde
vanzy zijn; de helling van de karakteristieken aan de 0 zijde is
altijd het grootst;

2°. de discontinuiteltslijn x ==E§ (t) 1s in ieder punt "bisectrix" van
twee elkaar in dat punt ontmoetende karakteristieken uit het 0 en
1 gebied (op afwijkingen van de 2de orde na), vergelijk de figuren
op pag. 14 en 15 - als 9,2 0, dan zijn het de F karakteristieken;

30. de karakteristieke functie, die behoort bij de "doorgaande'" karak-
teristiek (zie de figuren - als 2/2 0, dan is dit Gi) is vrijwel
continu (op afwijkingen van de derde orde na).

Uit dit laatste punt volgt een uitbreiding van de stelling uit § 5
(pag. 10):

Indien bij een zwakke shock met c1> o (resp. co>-c1) de -karakteris-
tieken (res. + karakteristieken) aan één der zijden van de discontinui-
teitslijn recht zijn, dan zijn ze dat bij benadering ook aan de andere
zijde (op afwijkingen van hogere orde na). '

Immers, als de -karakteristieken in zeker gebied recht zijn, dan
moet £1 hier overal dezelfde waarde hebben en daanbij een zwakke shock
met c1>~co,f4'slechts een discontinuiteit heeft van hogere orde, geldt
dit bij benadering ook aan de andere zijde van de discontinuiteitslijin

Als 1illustratie van het voorgaande behandelen we nu de ontwikkeling

van het shock-front bij de enkelvoudige compressie~golf uilt § 5..
We zullen onas hier bhenerken tat het sneciale cewal dat 1L +t). lineain
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is, en stellen U(t)= % at. (a>0). Uit (5.2) volgt dan, dat in het
gebled, waar geen singulariteiten optreden geldt:

langs de rechten (+ karakteristieken)

(co + at)(t-7) | (T>0) | (7.4)

is u =§-a’t _ } (7.5)

_ 1
C—CO+3a’C~

it

X

terwijl voor x > c,t u=0,c=cy. (7.6)

We zoeken nu de omhullende van de karakteristieken (7.4). Deze wor-
den gegeven door

(cotaT) (t-T)

{ Iz
d
0 = = (cO + a7)(t-7T)= at - Cqo =2 aT

of : q
(e *at)?
x - 07T (> 0)
2
(cy+at)

o (65 =) (7.7)



Het "eerste" punt (voor de kleinste waarde van t) van de omhullende
wordt gegeven door de parameterwaarde T = O en ligt dus op de + karak-
teristiek x = at, die het in rust zijnde gebled scheidt van het gebied
waar de beweging reeds begonnen is. (N.b. bili] meer algemene functies
U(t) behoeft dit geenszins het geval te zijn). In dit punt is dus
5{% =00 en hier zal de vorming van de shock-golf moeten beginnen.

Daar we hier ongetwijfeld een shock krijgen met co>-c1 (dus m<0)
en deze aanvankelijk zeker zwak zal zijn, volgt uit (6.11.a) (vgl.
ook de biljbehorende figuur), dat in het 1-gebled geen karakteristieken
van de discontinuiteltslijn uit in de positieve t-richting vertrekken
(anders gezegd: het front beweegt met superkritische snelheid t.o.v.
de vloeistof aan de 1-zijde). Hieruit volgt dat hier de rusttoestand

, X

A/

blijft heersen - de +karak-
teristieken blijven recht met
richtingscoefficient cq-
Volgens het voorgaande blilj-
ven dan ook aan de 0-zijde de
+karakteristieken, gegeven
door (7.%) bij benadering
recht, zolaag de shock zwak
is.

In een punt (t,ég) van de
discontinuitetslijn x=8(t)
heeft de ¢t karakteristiek
dus de richtingscoefficlent

¢f = ¢, en de ¢} karakteris-
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cg = ¢, + aT , waarbi] t,gen’t voldoen aan

E =(cy +aT)(t -7T). | (7.8)
Op grond van (7.3%a) geldt nu dat bij benadering:
4+, + ~
cAtC
%% =2l e, v+t at (7.9)

Om de discontinuiteitslijn te vinden moeten we nu van het stelsel

: c
(7.8) en (7.9) de oplossing zoeken, waarbij voor =0, t = —-ao- s

C
-3 (7.10)

We kunnen dit stelsel oplossen door t en3§ als functies van7 te be-
schouwen (op ledere Cg karakteristiek, bepaald door de param2ter T,
ligt een punt (t,&)).

Uit (7.8) volgt dan

dg, _
a% = -2aT ~Co+at + (Co+a'C)a:C.

en uit (7.9) volgt

d o! at
e o otz

zodat we vinden

1 at
2 T gx + at = cq + 2 a7

De oplossing hiervan, die aan de beginvoorwaarde (7.8) voldoet 1is

C
0 . 4
t =-é—+3"t, (7n11)

en met (7.8) volgt dan

E = -315 (co+a’c)(3co+a'7.”) (T>0)

= o5 (cg#3at) (3eg+at)  (t> §) (7.12)

waarmee de discontinuiteitslijn bepaald is. Samen met (7.4), (7.5) en
(7.6) is hierdoor de beweging geheel beschreven.

We merken op dat deze onder de omhullende van de Cg karakteristie-
ken verloopt. (Vgl.(7.7)).

Natuurlijk geldt (7.11) alleen, zolang de shock zwak 1s, d.w.z.
zolang het verschil van de c-waarden aan weerszijden van het front
kleinis t.o.v. deze waarden, dus volgens (7.5), zolang % aT<<CO-
(Natuurlijk kunnen we door het beschouwen van hogere benaderingen onze
resultaten nog verbeteren).

Voor het verdere verloop (waarbij de Cg—karakteristieken niet meer
recht blijven) moeten we dan weer het numerieke procédé van §t5 ge-
bruiken.
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